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RECTAS - EJERCICIOS TEORICOS

Demostrar que la ecuacién vectorial de una recta que pasa por los puntos “A” y “B”
puede expresarse de la forma: P= (1-kA + kB siendo k un escalar

Siendo las ecuaciones vectoriales de dos rectas Fl) = A_l) + le_l) y FZ) = Aj + sz_;
demostrar que si B_{B_{ = (0, las dos rectas son perpendiculares.

Verificar la afirmacidn: La ecuacion vectorial de una recta perpendicular a un vector By
gue pasa por un punto M estd dada por la expresién: P.B=M.B

Siendo la expresion: x>+ y2+A;x+Biy+Ci+k (x> +y>+ A, x+ B,y + C,) =0, probar
gue ésta ecuacion representa una recta, si k=—1.

Demostrar que si las rectas: Ay x + B;y+C; =0 vy A, x+By,y+C =0 son

. . A, B
perpendiculares, entonces se cumple la igualdad: B—1 + A—Z =0
1 2

Demostrar que si dos rectas tienen sus pendientes iguales en valor absoluto pero de
distintos signos, entonces podemos afirmar que sus dangulos de inclinaciones son
suplementarios.

. . X
Determinar la pendiente de la recta: — +Y = 1
a

.. . X . .
Dada la ecuacién segmentaria de una recta: —+ 2 =1, demostrar que su distancia al
a

o<

; : ién: _ bm+ay-ab
punto P(m; n) esta dado por la expresion: 6 = T

el s .y . .. X
Escribir la ecuacidn normal correspondiente a la recta de ecuacion - +% =1

Comprobar que si la ecuacidon de una recta esta dada de la forma segmentaria

—%z 1, entonces un vector direccional de la misma recta serd de la forma:

X
m
—
V = (m; p).

Determinar la pendiente de la ecuacion normal de larecta: xcosa+ysena—d=0.

Probar que la distancia entre las rectas paralelas y=m x+b; ; y=m x + bse expresa
by-b,

delaforma: d= .
1+m2

Demostrar que el area del triangulo determinado por los ejes coordenados cartesianos

OX y OV, y por la recta cuya ecuacion normal es de la forma x.cosd + y.sena - d =0,
d2

esta dada por la expresion: .
en2a
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CIRCUNFERENCIAS - EJERCICIOS TEORICOS

Probar que la circunferencia de ecuacion: x*+y”>+x+y+p =0, es realsi p <%.

Cual es la condicion necesaria y suficiente para que el punto P(a; b) esté en el interior de
la circunferencia: x> +y*+2Dx+2Ey+F=0

Dada la expresion: x*+y>+A;x+Byy+Cy+k (xX*+y>+ A, x+ B,y + C,) =0, demostrar
gue ésta ecuacidn es una circunferencia, si el valor de “k” es: k#—1.

Dada la circunferencia de ecuacién x> + y>+Ax +By+C=0, demostrar que si el punto
M(a; B) estd en su interior, se cumple la relacién: a’+ [32 +Ad+BB+C<0

Verificar: Si la recta de ecuacién y =m x +b es tangente a la circunferencia x>+ y2 = RZ’
entonces se cumple la relacion: b = RvV1 + m?.

. . . X
Comprobar: Si la circunferencia x> +y®=R? estangente alarecta =

ab
VaZ+ b2’

+%=1,e|va|or

Q

del radioes: R =

Demostrar la siguiente afirmacidn: Si por un punto M(Q; [3) exterior de la circunferencia
x> + y? = R® se trazan tangentes a la misma, la ecuacién de la recta que pasa por los
puntos de tangencias esta dada por: o x + By =R

Comprobar que la ecuacion de la familia de circunferencias tangentes a los ejes
coordenados se puede expresar de la forma: x> + y2— 2Rx—2Ry+ R?=0.

Demostrar: Siendo la recta de ecuacion y = m x tangente a la circunferencia de

ecuacion
2hk

(x—h)? + (y — k)? = k%, entonces un valor de “m” es: m = e

Determinar la condicidén para que la recta: y = x + p sea tangente a la circunferencia de
ecuacién: x*+y*=R’

Demostrar que las circunferencias de ecuaciones:
2 2 a? a)2 a)2
X“+y“—ax+ay= 7y(x - E) + (y - 5) = a, son secantes.

PARABOLAS - EJERCICIOS TEORICOS

Demostrar que si la distancia del foco a la directriz de una parabola es p, entonces la
longitud de la cuerda mediatriz del segmento de recta cuyos extremos son el vértice y el

foco de la misma, es: V2 p

Determinar la ecuacién de la cuerda perpendicular al eje de la pardbola: y* =2 p x de
forma tal que el vértice de la parabola y los puntos de interseccién de la cuerda con la
parabola, sean los vértices de un tridngulo equilatero. (Grafico)
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Demostrar que dos pardbolas que tienen un eje comun y un foco comun situado entre
sus vértices, se cortan formando un angulo recto. (Grafico)

Encontrar la longitud de la cuerda comdn de las pardbolas y*=2px ; x*=2py.

Demostrar que toda recta paralela al eje de una parabola cualquiera, intercepta a la
misma en un solo punto. (Grafico)

Explicar porqué si una recta intercepta a una parabola en un uUnico punto, entonces: a)
La recta es una tangente a la pardbola & b) La recta es una paralela al eje de la
parabola.

Hallar la longitud de la cuerda determinada por la rectay = x en la pardbola
x’—2a y -a’=0.
Verificar que un punto de la parabola de ecuacién x=-2 p Yy, que equidista del foco y

ot . (2, _P
del vértice, es: (2 p; 4).
Verificar que un punto de la parabola de ecuacion xP=-2 py que equidista del focoy

del vértice, es: (\/Z—Ep; _E)

Demostrar: La ecuacién de una parabola tangente al eje de abscisas y cuyo eje es
paralelo al eje de ordenadas, se puede expresar de laforma x*+Bx+ Cy+D =0.

Deducir la condicién segun la cual, la recta de ecuacién y = m x + k sea tangente a la
parabola: y2 =2 p X. (Grafico)

Demostrar: se puede trazar una y solamente una tangente a la pardbola y2 =2pXx que
tenga pendiente k # 0. (Grafico)

Demostrar que la ecuacién de la tangente a la parabola de ecuacién y*> =4 ax, cuyo
. . a
coeficiente angular es “m”, esde laforma: y =mx + -

Encontrar el valor de “b” para que la recta de ecuacion y=m x + b sea tangente a la
parabola x> =2 py.

Verificar que la ecuacion de la tangente a la parabola y2 =2px enunpunto P(x;; V1)
de ella estda dada por:  yi1y= p (X +x1)

Demostrar la siguiente afirmacién: Para que la recta y = m x + b sea tangente a la
parabola de ecuacion X2 =2 py, (p>0)sedeberda cumplir que: b<0.
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ELIPSES - EJERCICIOS TEORICOS

(x—h)? n (y—k)?

a? b2

Calcular la distancia del centro de la elipse = 1, a la cuerda de longitud

“a” paralela a su eje mayor.

Demostrar que la distancia de un punto cualquiera P(x; y) de una elipse a uno de sus
, . C .
focos esta dada por la expresién r = -X + a. Grafico

Demostrar que el valor numérico de la pendiente de la tangente a la elipse trazada
desde uno de los puntos que son extremos de su lado recto, es igual a su excentricidad.
Grafico

Determinar la excentricidad “e” de una elipse si:

a) Su eje menor se ve desde uno de sus focos formando un angulo de 60°

b) El segmento entre los focos se ve desde los vértices del eje menor formando un
angulo recto

c) La distancia entre las directrices es el triple de |a distancia entre los focos

d) El segmento de la perpendicular bajada desde el centro de la elipse a su directriz se
divide por la mitad en el vértice de la elipse.

Por el foco de una elipse se traza una perpendicular a su eje mayor, siendo C el punto de
interseccion de esta perpendicular con la elipse que tiene centro en O. Si Ay B son los
puntos de intersecciones de los ejes con la elipse, determinar para que valor de la
excentricidad de la elipse, seran paralelos los segmentos AB y OC.

Deducir las formulas para las areas de los triangulos isdsceles, tal que sus bases sean el

. ., x? 2 .
lado recto de la elipse de ecuacion = + % = 1, y sus vértices opuestos sean cada uno
de los focos de la elipse dada. Grafico

Deducir la formula que determine el drea de un tridngulo rectangulo, tal que dos de sus

;. . x2 2
vértices extremos de uno de sus catetos sean los focos de la elipse —~ + % =1, yel
extremo del otro cateto sea un punto de la elipse dada. Grafico

Explicar porque si una elipse tiene su excentricidad igual a O, entonces la elipse es una
circunferencia.

Probar que si el segmento de recta determinado por el foco izquierdo de la elipse

2 2
X . . . .
=t ::_2 =1 y el extremo superior de su eje menor, tiene por pendiente m, entonces la
1
1+m?2

excentricidad de la conicaes: e =

. L, x? 2 , . .y
Dada la elipse de ecuacién ;+ % = 1, demostrar que el angulo de inclinacién de la

recta que pasa por el vértice izquierdo del eje mayor y por el vértice superior del eje
1

V2—e2

menor, expresado en funcion de su excentricidad, es de la forma: cosa =
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. . L, x? 2 . - .
11- Demostrar que si la elipse de ecuacién = +% = 1 lo inscribimos en un rectangulo de

lados 2a y 2b y trazamos sus diagonales, entonces las longitudes de las cuerdas
formadas tendran el valor: 2va? + b?

12- Explicar porqué una cuerda paralela al eje menor de la elipse de ecuacion

_h)2 _1)2
(Xa};) + (ybl,:) = 1y que dista de dicho eje una distancia t = b, tiene por longitud: 2be

13-Demostrar que la longitud del segmento de recta cuyos extremos son los puntos

x-h)? | (-k?

extremos de cada uno de los ejes de la elipse de ecuacion 7 + == 1, se puede

expresar en funcion de su excentricidad “e”, de la forma: aVv2—e2

_h)2 _1)2
14- Demostrar que si F; y F, son los focos de la elipse de ecuacién ()%) + % =1

B es el extremo del eje menor, entonces el angulo formado por las rectas F1B y BF,, en
2e
funcion de la excentricidad, es igual a: arctg —
’ g g /1—62

15- Demostrar que el producto de las distancias de los focos a cualquier tangente a la elipse
2

d ion ©4+L =1 esiguala: b’
e ecuacion -+ =1, esigual a:

16- Demostrar que la distancia de un foco de una elipse a la directriz correspondiente a
. . ., b?
dicho foco, esta dada por la expresion: -

17- Demostracién: Dados los focos de una elipse F; y F,, y B un punto extremo de su eje
menor, Demostrar que si el dngulo formado por los segmentos de recta F;B y BF, es

. - . . V2
igual a un recto, la excentricidad de la elipse es igual a: -

18- Probar que para una elipse cualquiera, si la distancia de su centro a una de las
directrices es cuatro veces la distancia entre sus focos, la excentricidad de la dicha

. . V2
elipse es igual ai -

19- Probar que si el vértice de una elipse se encuentra en el punto medio de la
perpendicular trazada desde el foco a su directriz correspondiente, la excentricidad de
dicha elipse esigual a 1

20- Demostracion: Por el foco F de una elipse de centro O, se ha trazado una perpendicular
a su eje mayor, siendo C el punto de interseccion de ésta perpendicular con la elipse. Si
Ay B son respectivamente los extremos de los semi-ejes mayor y menor, el valor de la
excentricidad de la elipse para que los segmentos de rectas AB y OC sean paralelos,

, V2
debera ser: -
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Probar que la pendiente de la recta que pasa por el extremo superior del lado recto de
(x-h)? | (y-k)?
a2 + b2

= 1 y por el centro de la misma, siendo e la excentricidad, esta
2

dada por la expresion: S

la elipse

Demostrar que la longitud de la cuerda perpendicular al eje mayor y que pasa por el
punto medio del semi-eje mayor de una elipse, es: /3b

(x-h)? | (y-k)?
b2 + a2

focos y los extremos del eje menor formen un cuadrado, se debera cumplir que: b =c.

Demostraciéon: Dada la elipse de ecuacion = 1, entonces para que los

Demostrar que el producto de las distancias de los focos a cualquier tangente de un
elipse, es igual al cuadrado del semi eje menor. Grafico

Demostrar que la condicion de tangencia de la recta de ecuacion y = m x + g, con la

. Lo x2 oy . iy 2.2, 1.2_ .2
elipse de ecuacién = + = 1, esta dada por la expresiéon a“m”“+b“=q

Demostrar que la condicion de tangencia de la recta de ecuacién Ax+By+C=0, con la

. Loox% o y? . y 2.2, p2.2 _ 2
elipse de ecuacion St 1, estd dada por la expresion A“a“ +Bb” =C".

2 2
Si por el punto M(0; 2b) se trazan tangentes a la elipse de ecuacion Z—2+§—2= 1,
demostrar que el angulo formado por una tangente y el eje de abscisas (OX) es:

arc tg \/_E

HIPERBOLAS - EJERCICIOS TEORICOS

Para una hipérbola cualquiera, expresar el dngulo entre sus asintotas, en funcién de su
excentricidad.

. . b2 .
Demostrar que la longitud del lado recto de una hipérbolaes L = ZT Grafico

. . . x? 2 , .
Demostrar que la distancia del foco de la hipérbola == 2’—2 = 1 a su asintota es igual a b.

Grafico.

Demostrar que el producto de las distancias de cualquier punto de la hipérbola
x2 2 i . . a’b? .
~ —2 =1 asusdos asintotas es una cantidad constante, igual a ——. Grafico.
a?  b? a?+b?

Demostrar que area del paralelogramo que tenga como dos lados contiguos a las
asintotas de la hipérbola z—z - 2’—2 =1 y los otros dos lados que sean las rectas paralelas
a las asintotas trazadas desde un punto cualquiera de la hipérbola, es una cantidad
constante e igual a az;b. Grafico
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Comprobar que si una hipérbola es equilatera, su excentricidad es igual a: \/E

e . .. . x> y? ..
Verificar que si e es la excentricidad de la hipérbola a—z—i—z =1 y e, es la excentricidad
. .z P e
de su conjugada, entonces la relacién entre e; y e, estad dada por:e; = ==
2
€2-1

. , Ny x? 2 .
Demostrar que si las asintotas de la hipérbole —2—y—= 1 son perpendiculares,
a b2

entonces la hipérbola es equilatera

2 2
., X ., .
La ecuacion T_é = m, representa en general a una hipérbole. Demostrar que si m
a

tiende a 0, entonces la ecuacién tiende a dos rectas no paralelas

2

. . . . . . a
Demostrar que la distancia entre las directrices de una hipérbole es igual a: —
Cc
X2 y2
Probar que la ecuacién de la tangente a la hipérbole _Z_F::L trazada desde el
a

XoX _ yo¥ _ 4

punto M (o, Yo) de la misma, esta dada por: 7 p?

Dada la ecuacién x y = k* que representa una hipérbola equildtera, demostrar que el
valor de sus semiejes eskv/2.

Determinar los puntos de intersecciones de la circunferencia de ecuaciénx® + y* =k
. . k
y la hipérbole equilateraxy = -

Demostrar que si una hipérbole cuyo eje real es paralelo al eje de abscisas tiene
excentricidad e = 2, entonces sus asintotas forman angulos de 60° con el eje OX.

La distancia de un foco de una hipérbola a una de sus asintotas es igual a semi eje
imaginario

Demostrar que si la semi-distancia focal de una hipérbola es igual a la suma de sus semi
ejes, entonces la ecuacién de la hipérbola se transforma en una recta.

Probar que si por un punto P de una hipérbola se trazan rectas que pasan por sus
respectivos focos F; , F,, entonces la tangente a la hipérbola trazada por el punto P, es
bisectriz del dngulo F,P F,.

Ejercitario de Geometria Analitica - Ejercicios teéricos Pagina 7



Facultad .,
de ngenieria

Universidad Nacional de Asuncién

CURSO PREPARATORIO DE INGENIERIA CPI-2014
EJERCITARIO DE GEOMETRIA ANALITICA

10-

11-

COORDENADAS POLARES - EJERCICIOS TEORICOS

RECTAS

Dada la ecuacién de una recta en coordenadas polares: p = y un punto:

cos(6 — a)
A(py; 61), determinar una expresion que indique la distancia del punto a la recta.
Grafico.

Demostrar que la ecuacion en coordenadas polares p = representa una

cosB+senb

. 2 . o .
recta distante g del polo, formando un angulo de 135° con el eje polar.

Demostrar que la ecuacion polar de la recta que pasa por los puntos A(b; 0) y B(b; T/2)
estd expresada por: P (senB + cosB) =b

Demostrar que la ecuacion polar de una recta que pasa por el punto M(a; a) y forma un
angulo 3 con el eje polar es: psen(6—[3) = a sen(a—3)

Comprobar que si la ecuacidn de una recta estd expresada en forma segmentaria
X . . .
R + % = 1, entonces, en un sistema de coordenadas polares donde el polo coincide con

el origen cartesiano y el eje polar coincide con el eje positivo de ordenadas, la ecuacién
ab

de ésta rectasera: p = Thsen0+acoso

Verificar que la ecuacion polar de una recta que pasa por el polo y forma un angulo a
con el eje polar, puede ser expresada de laforma: 6=0a; O=T+qQ

Probar que la ecuacion polar de una recta que pasa por el punto M(a; a) y forma un
angulo 3 con el eje polar, se puede expresar de la forma: psen(6—) = a sen(a—)

CIRCUNFERENCIAS

Demostrar que la ecuacién polar de la circunferencia que pasa por el polo y por los
puntos A(b; 0) y B(b; T/2) esta dada por la expresién: p=b (cos + senb).

Demostrar que la ecuacién polar de una circunferencia de radio “r”, tangente al eje
polary a la recta perpendicular al eje polar que pasa por el polo, se puede expresar de la
forma:

p’=2rp(cosO+send)+r’=0 (grafico)

Probar que la ecuacidn polar de la tangente a la circunferencia p=R en el punto (R; Q)
estd dada por la expresion: pcosBcosa + psenBsena = R.

Probar que la ecuacién polar de la tangente trazada desde el punto A(3R; 0°) a la
3R

circunferencia p=2 R cosO esta dada por la expresién: p = m.
Cos|9—
3
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Verificar que la ecuacién p® + 3 R?— 4 R pcos(6-Ty/6) = 0, representa una circunferencia
tangente al eje polar en el punto T(\/§ R; 0°)

Si el eje de un sistema de coordenadas polares es paralelo al eje de ordenadas pero de
sentido contrario, y el polo se encuentra con relaciéon al eje cartesiano en P(a; 0),
demostrar que la ecuacion de la circunferencia en coordenadas cartesianas x> +y* = a2,
serd en coordenadas polares de la forma: p=-2asenB

PARABOLAS
Dada la ecuacién de la parabola en coordenadas polares p = 1—5)59 (p > 0),
demostrar que el punto de la curva mas cercano al polo es: (g; )
Dada la ecuacién de la parabola en coordenadas polares p = 1—cpose (p > 0),

demostrar que el punto de la curva distante “p” unidades del polo es: (p; g).

Probar que la ecuacidn polar de una parabola con vértice en el polo y cuyas ramas
siguen el mismo sentido que el eje polar, es de la forma: p2 cos’0 = p2 +p’=2p pcoso.

p
1-cosB

entonces podemos afirmar que el punto que dista V3 p del eje polar, tiene por

Demostracion: Si la ecuacién p = representa la ecuacién polar de una parabola,

coordenadas polares: (2 p; g)

Demostracidn: Si la ecuacién p = L2
- 1-sen 6

entonces podemos afirmar que la cuerda focal de pendiente /3, tiene por longitud: 8
p.

representa la ecuacion polar de una parabola,

ELIPSES

Demostracién: La ecuacién p = representa la ecuacidon polar de una elipse,

1-cosB
donde “e” es la excentricidad (e<1). Demostrar que la cuerda focal minima es igual a 2

p.e.

HIPERBOLAS

pe
1—e cosb
, donde el polo coincide con el foco y el eje polar es un eje horizontal dirigido hacia la

derecha; siendo e > 1 la excentricidad y p la distancia del foco a la directriz, entonces

Probar que si la ecuacién polar de una hipérbola esta dada por la expresion p =

2
. s . e
el centro de esta hipérbola tiene por coordenadas: (;_1; 7).

pe
1—e cosb
, donde el polo coincide con el foco y el eje polar es un eje horizontal dirigido hacia la

Probar que si la ecuacién polar de una hipérbola esta dada por la expresion p =
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derecha; siendo e > 1 la excentricidad y p la distancia del foco a la directriz, entonces

. . 2pe?
el otro foco de esta hipérbola tiene por coordenadas: (ezp_1 ;).
. s .z e .z . g
22- Demostracion: La ecuacién p = %cose representa la ecuacion polar de una hipérbola

donde el polo coincide con el foco y el eje polar es un eje horizontal dirigido hacia la
derecha; siendo e > 1 la excentricidad y p la distancia del foco a la directriz. Entonces, si

2p
V2

la hipérbola fuera equilatera la ecuacidn seria: p = =———.
——cos0
2
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