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CALCULO PROPOSICIONAL:

Proposicién es toda oracién respecto de cuyo significado puede decirse que es
verdadera (V) o falsa (F).

Una proposicion se designara con una letra mindscula, por ejemplo p, g, etc.
A patrtir de una proposicion simple pueden generarse otras, simples o compuestas.
Conectivos ldgicos:

Conectivo Operacion Significado
- Negacion no p
A Conjuncién Pyq
v Disyuncién poq
= Implicacion p implica q
& Doble implicacion p siysélosiq

Tablas de valores de verdad de operaciones proposicionales:
Negacioén. (Es una operacion proposicional unaria)

P —p
Vv F
F \Y
Conjuncién.
Y Q PAQ
\Y \Y Vv
% F F
F % F
F F F
Disyuncién.
Y Q pPvq
\Y \Y Vv
\Y F Vv
F \ \
F F F
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Implicacion o condicional.

p
Vv
Vv
=
=

< < O
< < 7 < |

Obsérvese que p = g esV en tres casos:

En uno solo de ellos, p es V. Asi: Sl p = g esV, es suficiente (no necesario) que p
sea V para que q lo sea. Se dice: “p es condicion suficiente para q”.

Si p es F, nada puede afirmarse de q, pero, para que p sea V es necesario (no
suficiente), que g lo sea. Se dice: “q es condicion necesaria para p”.

Doble implicacién o bicondicional.
P

\%
\%
F
F

< Tn< O
< 7nm T <

NoOtese p < q es verdadero solo si ambas proposiciones tienen el mismo
valor de verdad.

Obs.: Si consideramos tabla siguiente

p q p=q q=>p (P=0a)A(@=Dp)
V v v v Y%
V F F v F
F V V F F
F F v v Y%

Notese que (p < q) = (p =0 )A (@ = p)

Se dice “p es condicidn necesaria y suficiente para q” y viceversa. Ambas
proposiciones son equivalentes.
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Leyes logicas o tautologias

Ley Expresion
Involucion —(—=p)=p
(PAp)=p

Idempotencia
(Pvp)=p

(P~ Q)< (ga p)
(pva)<(qvp)
PArgArepAa(@nar)
(Pvagvrepv(@vr)
PA(gvr) < (pAd) v (PAT)
pv(gar) < (pva) A (pvr)
—(p A @) &—p v—(q

—(p v ) <—p Aq

Conmutatividad

Asociatividad

Distributividad

Leyes de De Morgan

Implicaciones asociadas.

Al condicional p = q, llamado directo, donde p es el antecedente y q el

consecuente, se le asocian:
q=p Llamado reciproco.

—-p =-q Llamado contrario.

—q =>—p Reciproco del contrario, Illamado

reciproco.

contra

Las cuatro implicaciones se dicen conjugadas, y cualquiera de ellas puede tomarse

como directa.
Vinculacién entre proposiciones conjugadas

Proposiciones

p=4d . qa=p
Reciprocas
Proposiciones Proposiciones Proposiciones
Contrarias Contra Reciprocas Contrarias
Proposiciones
Reciprocas
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Obs.: Si consideramos la tabla siguiente

p q pP=q —q —p —q =-p

Vv Vv \% F F \Y,
\Y F F \% F F
F \Y, \% F \% \Y,
F F \% \% \% Vv

Nétese que: (p = ) < (—q =—p),
Asimismo :(q = p) < (—p =—0q)

Se tienen que las implicaciones contrarreciprocas son equivalentes, es decir, si la
implicacion directa es V, también los es la contrarreciproca.

Entonces, verificada que una implicacién es V, nada puede afirmarse de la verdad
de la reciproca o de la contraria.

Pero si son verdaderas una implicacibn y su reciproca 0 su contraria, son
verdaderas las cuatro y las proposiciones antecedente y consecuente se dice que
son equivalentes.

Un razonamiento es un par ordenado ({pi} ; q), siendo {p} un conjunto finito de
proposiciones, llamadas premisas y g una proposicion, llamada conclusién, respecto
de la cual se afirma que deriva de las premisas.

Un razonamiento es deductivo si y s6lo si las premisas son evidencias de la verdad
de la conclusion, es decir, si p1, p2, ..., Pn SON verdaderos, entonces g es verdadero.

Un razonamiento deductivo es valido si no es posible que las premisas sean
verdaderas y la conclusion falsa.

Una regla de inferencia es un esquema valido de razonamiento, independiente de la
veracidad o falsedad de las proposiciones componentes.

Un razonamiento deductivo es valido cuando el condicional cuyo antecedente es la
conjuncion de las premisas, y el consecuente, que es la conclusién, es tautoldgico.

Observacion: —(q = p) < (—p A Q)
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Una funcion proposicional en una variable o indeterminada x, es toda oracién en la
que figura x como sujeto u objeto directo, y, se convierte en proposicion para cada
valor especifico de x.

Ejemplo: Referido al conjunto de estudiantes que pretenden ingresar este afio en
una de las Facultades de la Universidad Nacional de Asuncion (UNA), si se escribe:

P(x) : x pretende ingresar en la UNA

Para cada uno de quienes este afio pretenden ingresar en la UNA, P(x) tiene valor V
o F, es decir, para cada asignacion dada a x el enunciado es una proposicion.

A partir de funciones proposicionales es posible obtener proposiciones generales
mediante cuantificacion.

Asociado a x se introducen los simbolos:
Vvx : P(x) Cuantificacion universal
Ix / P(x) Cuantificacion existencial

Deducir o demostrar una verdad es establecerla como consecuencia de otras
anteriormente establecidas.

Retrocediendo en la cadena deductiva, se tiene un punto de partida constituido por
verdades que no son posibles de deducir de otras mas simples y cuya certeza debe
admitirse, bien por su evidencia o por la validez de la doctrina que de ellas deriva.

Del mismo modo, como proposiciones admitidas sin demostracion, existen
conceptos primarios no definidos, ante la imposibilidad de referirlos a otros mas
simples.

Actualmente el desarrollo de la matematica es esencialmente abstracta y se realiza,
en gran parte, como SISTEMAS AXIOMATICOS vy el desarrollo racional se funda en:

Términos primitivos, consistentes en elementos, conjuntos y relaciones cuya
naturaleza no queda especificada de antemano.

Axiomas, o propiedades que relacionan los términos primitivos y los define
implicitamente.

Definiciones de los términos no primitivos.

Teoremas, es decir, propiedades que se deducen de los axiomas o verdades
anteriormente establecidas.
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TEORIA DE CONJUNTOS.

Se consideran términos primitivos: conjunto y elemento.
Se considera una relacion primitiva la pertenencia.

Dado un elemento x y un conjunto A, entonces XeA vxgA.

Los conjuntos se denotaran con letras mayusculas y se especifican los elementos
con letras mindsculas, a menos que estos elementos sean también conjuntos.

La proposicion aeA, se lee “a pertenece a A” y su negacion agA, “a no pertenece a
A
Se escriben:
A ={a, b, c}, para indicar que el conjunto A esta constituido por los elementos
a, b y c. En este caso, como se nombran todos los elementos, se dice
gue A esta determinado por extension.
A = {x / P(x)}, para indicar que el conjunto A esta constituido por los elementos
X que cumplen la propiedad P. Se lee “A es el conjunto formado por los

elementos x, tales que P(x)”. En este caso se dice que el conjunto esta
determinado por comprension.

Designacion usual de conjuntos de nimeros
N = Conjunto de los numeros naturales.
Z = Conjunto de los numeros enteros.
Q = Conjunto de los numeros racionales.
R = Conjunto de los numeros reales.
C = Conjunto de los numeros complejos.

Observacion: EIl conjunto de los niumeros complejos se define como:

C ={(a,b):a,b € R}

Suma : (a,b)+ (c,d)=(a+c,b+d) y
Producto: (a,b) - (c,d) = (ac — bc,ad + bc)

Conjunto universal o referencial U es el que contiene todos los elementos
considerados en un estudio.

Con las operaciones: {

Conjunto vacio & es el que no posee elemento alguno.

Si cada elemento de un conjunto A es un elemento de otro conjunto B, se dice que
A es un subconjunto de B, que A esta contenido e B o que A esta incluido en B
(simbolizado A < B), o también que B es un superconjunto de A, que B contiene a A
0 que B incluye a A (simbolizado B o A). La negacion de esta proposiciéon es A ¢ B
y significa que en A existe al menos un elemento que no pertenece a B.

Igualdad de conjuntos: A=B © AcCBABCA.
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Operaciones con conjuntos

Unidn :AUB = {x/ xeA v xeB}
Interseccion : AnB = {x/ xeA A xeB}
Diferencia : A\B ={x/ xeA A x¢B}

Complementacion: A’ = {x / xeU A xgA}
Observacion: Son relaciones equivalentes
AcBsANnB=A<AUB=B
Leyes de las operaciones con conjuntos

Idempotencia AUA=A ANA=A
Asociatividad (AuB)UC=AU(BLC) (AnB)NC=AN(BNC)
Conmutatividad AUB=BUA AnB=BNA
Distributividad AU(BNC) = (AUB)N(ALC) | AN(BUC)=(AnB)U(ANC)
Identidad AUD=A ; AuU=U AND=J ; ANU=A
Involucion Ay =A

Complementacioén AUA=U ; U=Q ANA=g ; &'=U
De Morgan (AuB) = A'nB’ (AnB)y=A’'UB’

Conjunto producto de los conjuntos Ay B, (en ese orden) es el conjunto:
AxB ={(a, b) / acAA beB}
Noétese que AxB = BxA
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RELACIONES BINARIAS

Relacion binaria R, de A a B, es un subconjunto de AxB. Si (x, y)eR se dice que X
estéa relacionado con y.

El conjunto de todos los primeros elementos de los pares ordenados que pertenecen
a R se llama dominio de R y el conjunto de los segundos elementos imagen de R.

Relacion inversa de R, es el subconjunto de BxA, definido por:
R™={(y, ¥) / (x, y)eR}

Si B = A se dice que R es una relacion en A, en este caso RcA?.
Grafo o grafico de las relaciones:

Ej.1: R = Sillas (S;) ocupadas por alumnos (A))
Representacion gréafica de relaciones:

Ej.:y = -0,04x%+ 2,2x + 2 = (-5, =10) ; (10, 20) ; (20, 30)
Posibles propiedades de las relaciones definidas en un conjunto A.

Reflexividad:
R es reflexiva ©Va : acA= (a, a)eR
R es no reflexiva <3a/ acAn (a, a)¢R
R es arreflexivasVa : acA= (a, a)¢R
Simetria:
R es simétrica <Va Vb €A : (a, b)eR = (b, @)eR
R es no simétrica <3a3b € A/ (a, b)eR A (b, a)¢R
R es asimétrica <Va Vb €A : (a, b)eR = (b, a)¢R
Transitividad:
R es transitiva <
vavb vc € A:(a,b)eR A (b,c)eR = (a,c)eR
R es no transitiva <
dadbdc e A/ (a,b)eR A (b,c)eR A (a,c)¢R
R es atransitivas
vavb Vc € A: (a,b)eR A (b,c)eR = (a,c)¢R

Observaciones:

Se dice que R es antisimétrica=
vavb € A:(a,b)eR A (b,a)eR=a=Db

Si se designa con D a la diagonal de A?, es decir:
DcA? = {(a, a) / acA}; se tienen que:
R esreflexva<< DNR =D
R esnoreflexva< DR =D
R es arreflexvas D "R =0
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Relaciones de equivalencia:
Una relacion definida en un conjunto se dice que es de equivalencia, si es
reflexiva, simétrica y transitiva.
Ejemplos:
a) En el conjunto de segmentos de rectas, la relacion es igual a.
b) En el conjunto de triangulos, la relacion es semejante a.
c) En el conjunto de poligonos, la relaciéon es equivalente a.
Relaciones de orden:
Una relacion definida en un conjunto se dice que es de orden y queda
especificada con el término preceder. Es decir “a precede a b”, en simbolos a
< b, significa (a, b)eR.
Lo esencial de toda relacién de orden es la transitividad, y segun se cumplan o
no otras propiedades se habla de orden amplio o estricto, y en cada caso de
orden total o no.
R es de orden parcial en A si y sélo si, R es reflexiva, antisimétrica y transitiva,
es decir, si para a, b, ¢ €A, se tiene:
a) acA= (a, 8)eR;
b) (a,b)eR A (b,a)eR = a=b;
c) (a,b)eR A (b,c)eR = (a, ¢)eR
Ademas, se dice que es de orden total si y sélo si todo par de elementos de
A son comparables, es decir: Va Vb : (a, b)eR v (b, a)eR
Ejemplos:
a) En el conjunto de segmentos de rectas, la relacion es menor o igual a.
b) En el conjunto de nimeros enteros, la relaciénes multiplo de.
C) Entre conjuntos de elementos cualesquiera, la relacion es subconjunto de.
R es de orden estricto en A si y sélo si, R es arreflexiva, asimétrica y transitiva,
es decir, si para a, b, ¢ €A, se tiene:
a) acA= (a, a)¢R;
b) (a, b)eR = (b, @)¢R
c) (a,b)eR A (b,c)eR = (a, c)eR
Ademas, se dice que es de orden total si y sélo si todo par de elementos de
A son comparables, es decir: V a=#b: (a, b)eR v (b, a)eR
Ejemplos:
a) En el conjunto de angulos, la relacién es mayorque.
b) En un conjunto de personas, la relacion tiene menor edad que.
C) Entre conjuntos, la relacién es subconjunto propio de.
Elementos distinguidos en un conjunto ordenado.
a)Primer elemento:
acA es el primer elemento <xeA = a<x
b)Ultimo elemento:
beA es el Ultimo elemento <xeA = x<b
¢) Elementos consecutivos en un conjunto ordenado:
b,acA son consecutivos <a<b A a<x<b = a=xvb=x
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FUNCIONES DE UNA VARIABLE.

Definicion: f es una funcién de A en B si y solo si f es una relacion entre A y B, tal
gue todo elemento de A tiene un Unico correspondiente en B.

Las funciones se indican usualmente con f, g, h, etc. y para denotar que f es una
funcién de A en B, se escribe:
f:A>B
Se lee f es una funcién o aplicacién de A en B. A es el dominio, B elcodominio
y f(A) es la imagen de la funcién.No6tese que f(A) < B

En simbolos:
f:A>B <
a) VaeA, dbeB/ (a, b)ef
b) (a, b)efA(a,c)ef=c=D

Si (a, b)ef se dice que b es el correspondiente o la imagen de a por f, y se escribe b
=f(a). Se dice también que a es la preimagen por f de b.

Lo mismo que las relaciones, las funciones pueden representarse graficamente
mediante un sistema de coordenadas.

Clasificacion:

La funcion f : A — B puede ser:

a) Inyectiva: Si elementos distintos de A tienen imagenes distintas en B, en
simbolos:
a,beA ra= b = f(a) # f(b), o equivalentemente: f(a) =f(b) > a=">b

b)  Sobreyectiva: Si todo elemento de B tiene preimagen en A, en simbolos:
VbeB3iacA/ (a, b)ef

c) Biyectiva: Si es a la vez inyectiva y sobreyectiva. En este caso 3f* tal que f:
B — A, definida como a = f'(b) < b = f(a), es decir, la inversa de una funcién f
es una funcion si y solo f es biyectiva.

Ademas, una funcion puede su presentarseen forma tabular, grafica o mediante una

expresion matematica.

Una funcion f dada mediante una expresiéon matematica, puede clasificarse en:

a) Algebraica si en f, la variable x, s6lo se presenta con operaciones algebraicas, es decir
sumas o productos y se denomina:

Racional si la variable x esté afectada s6lo de exponentes enteros. Puede ser:
Entera: si los exponentes de x son solo positivos, es decir x no figura como
denominador en la expresion;

Fraccionaria:si algun exponente de x es negativo, 0 sea figura como
denominador en la expresion.

Irracional si la variable x esta afectada de exponentes fraccionarios.
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Trascendente si la variable se presenta no solo con operaciones algebraicas. Las
funciones trascendentes, llamadas elementales, que se presentardn con frecuencia en
este estudio son:
Exponencial: y = a*, donde a>0ra=1
Logaritmica: y = logp(X)
Es una de las inversas de la exponencial, es decir equivale a x = b”,
donde b es la base del sistema de logaritmos utilizado)
Trigonométricas o circulares:
y = sin(X), y = cos(x); y = tan(x); y = cotan(x); y = sec(x); y = cosec(x).
Trigonométricas inversas o ciclométricas:
y = siln'l(x), y = cos(x); y = tan’}(x); y = cotan(x); y = sec’}(x); y = cosec”
(x).

También simbolizadas como y = arcsin(x), y = arccos(x), etc.

Observacion:

Un intervalo real | es el conjunto de nimeros reales x, definido como:

I ={x:x eRAXx>aAx<Db} sesimboliza (a, b) y se designa intervalo abierto.

I={x:XxeRaXx>aAx<b} sesimboliza [a, b] y se designa intervalo cerrado.

I={x:xeRaXx>aAx<b} se simboliza (a, b] y se designa intervalo abierto-cerrado.

I={x:XxeRAaXx>aAx<b} se simboliza [a, b) y se designha intervalo cerrado-abierto.

Asi:R = (-, +0); R" = (0, +0); R™ = (-, 0); y R§ = R"U{0}= [0, +x) ¥ Ry = RU{0}= (-
o, 0].

Si una funcién f esta definida en un intervalo simétrico, es decir f :D—>R, donde D
={x: —a< x <a } puede clasificarse en:

a)
b)

Par o simétricasi f(—x) = f(x)
Impar o antisimetricasi f(—x) = —f(x)
Obsérvese que toda funcién, definida en un intervalo simétrico, puede

escribirse como la suma de una funcibn par y otra impar, haciendo:
Fx) = f(x)+2f(—x) n f(X)—zf(—X)

Una funcidn real de variable real, se dice periddica, de periodo T si 3T eR tal que f(x +

T) = f(x). Donde T es el periodo de la funcion. Obsérvese que si f es periddica de
periodo T, también es periddica de periodo 2T, 3T, etc. Se denomina periodo
fundamental al menor valor posible de T.

Una funcion real de variable real, se dice que:

Estaacotadasuperiormente sidM € R A Vx € Dom(f) se verifica f(x) < M,
donde M es una cota superior.

Estd acotada inferiormente si 3m € R A Vx € Dom(f) se verifica f(x) = m
donde m es una cota inferior.

Su maximo absoluto es la menor de sus cotas superiores y su minimo absoluto
es la mayor de sus cotas inferiores.

Es monodtona creciente si x; < x, = f(x) < f(x,),Vxy, x, € Dom(f).

Es monoétona estrictamente crecientesi x; < x, = f(x1) < f(x3),Vx1, %, €
Dom(f).

Es mondétona decreciente si x; < x, = f(x1) = f(x,) Vxq,x, € Dom(f)

Es monoétona estrictamente decreciente si x; < x, = f(x1) > f(x3) Vxq,x, €

Dom(f)
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Es acotada, es monétona creciente o decreciente, en un intervalo a < x <b
(puede ser cerrado en ambos o en uno de los extremos) si las
condiciones enunciadas se verifican en dicho intervalo.

Esta definida a trozos, seccionalmente o por partes si h estd4 definida por
expresiones matematicas distintas en intervalos no superpuestos
distintos, es decir h(x)= f(x) Vxe]a, b]ah(xX)= g(x) Vxeg[c, d]; etc.

Operaciones con funciones reales de variables reales:

Suma de dos funcionesf: 1> Ry g : I,> R es la funcion h = f + g: | > R definida
como h(x) = (f + g)(x) = f(x) + g(x) y cuyo dominio es | = I;Nl..

Producto de una funcionf : I-R por un nimero real k es la funcionkf: I-R, definida
como: (kf)(x) = kf(x)

Producto de dos funcionesf: L~ Ry g : lo—> R es la funcién h = f.g | - R, definida
como h(x) = f(x)-g(x) = f(x) g(x) y cuyo dominio es | = I;nl.

Cociente de dos funcionesf: 1> Ry g : I,—»> R es la funcién h = fig | - R, definida
como h(x) = f(x)/g(x) = f(x)/g(x) y cuyo dominio es | = I;nI,\A, siendoA = { x:
xel Ang(x) =0 }.

Composicion de dos funciones f: 1;—l y g @ I,—l3 es la funcién h= g°f : I;—lsdefinida
como: h(x) = (g°f)(xX) = g(f(x)) e la = { z : zelz Ady=f(X) el AZ=g(y) }.

Estas operaciones tienen las siguientes propiedades:

)] f+ g =g+ f. (Conmutatividad)

i) (kf)(x) = kf(x).

i)  fg=gf. (conmutatividad)

iv)  f(g+h) = -fg+ fh. (Distributividad)
v) fgzgd. (no conmutatividad)

vi) f{g+h) = -fg+ fh. (Distributividad)
vii) f{gh) = (fg)h (Asociatividad)
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Ejemplos de algunas funciones reales de variables reales, en coordenadas
cartesianas. (f : D—»R). Dominio Dom(f) = DcR, imagen Im(f)= IcRy sus gréficas.

a)
b)

c)
d)

d)

f)
)
h)

Funcion constante: y = ¢ (Caso particular: funcién nula: y = 0)
Funcion identidad:y = x
-1 six<O0
Funcion signo de x: sig(x) =4 0 six=0
1 six>0
Funciones de redondeo.
)] Redondeo (round): y = round(x) = [x] = enteromaspréximoax.
(Encasosdeequidistanciaseredondeaalparmasproximo)
i)  Redondeo por defecto (floor) o funcién piso: y = floor(x) = |x]
x| =nsin<x<n+1, (n€Z)
(mayor entero que no excede a x)
i)  Redondeo por exceso (ceiling) o funcién techo:y = ceiling(x) = [x]
[x]=n+1lsin<x<n+1, (n€eZ)
(menorenteroquenoesmenorquex)

Funcion resto (mod):
y = x mod(k) = residuo de la division entera de x por k € N.
X
Observacion: y = x mod(k) = x — k = floor (E)
Funcion factorial, de un numero entero:

n!l=1x2x3X--Xn=producto de los enteros positivosde 1 an

Funcién potencial: y = x™ = x nveces como factor sin € N.
Funciones trigonométricas.sin(x), cos(x), tan(x), cot(x),sec(x), csc(x)
Funciones trigonométricas inversas:sin~1(x), cos™(x), tan™(x), cot™1(x),
sec 1(x), csc™1(x)

Funcion exponencial:y = a*.

Funciones hiperbdlicas.sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(x), sech(x), csch(x)
Funciones hiperbdlicas inversas. sinh™!(x),cosh™*(x), tanh™1(x), coth™1(x),
sech™(x), csch™1(x)

Funcion valor absoluto:y = abs(x) = |x| = {_x six <0

x six =20

Funcion del conjunto de los niumeros enteros en los reales (sucesion):
y = f(n), esdecir f:N - R.

Ejemplos de algunas funciones reales de variables reales, en coordenadas polares.
f: D—R). Dominio Dom(f) = DcR, imagen Im(f)= IcR y sus graficas.

)

ii)
iii)
V)
v)

Circunferencia de centro en (0,0) y radio a:p = a

Circunferencia que pasa por (0,0)y de centro en (a,a): p = 2acos(8 — @)
Espiral de Arquimedes: p = af

Caracol de Pascal: p =b+acosf (Considerar: b >a; b=a; b<a)
Rosa de tres pétalos: p = cos 36
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Ejemplos de algunas funciones reales de variables reales, en forma paramétrica.
X : A—>R; Dominio de x Dom(x) = AcR, imagen de x Im(X)=IcR ;B—R; Dominio de
y Dom(y) = BcR, imagen dey Im(y)=JcR y sus gréficas.

. . . X =acost
)] Circunferencia: {y — asint

i) Elipse: {{ 2 )5

i) Hipérbola: {7 bt

Ejemplos de algunas funciones reales de variables reales, en forma implicita, f
:D—R es dada como: F(x,y) = 0y sus graficas.

)] 3x +5y +3 =0. (Recta)

i) 2x%2-—3y+10=0 (Parabola de segundo grado)
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